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Wir betrachten Schichten, in denen lingliche Molekiile parallel
und parallel zur Oberfldache ausgerichtet sind, wobei sich die Rich-
tung mit dem Abstand von der Oberfldche gleichméfiig so dndert,
dafs eine schraubige Struktur entsteht. Die Polarisierbarkeit der Mo-
lekiile sei in Langs- und Querrichtung verschieden.

Die besondere Eigenschaft solcher Schichten ist, dafs sie Licht
dhnlich wie Schichtpakete mit wechselndem Brechungsindex re-
flektieren, wobei aber das reflektierte Licht zirkular polarisiert ist.

Polarisation der reflektierten Welle

Zunichst eine einfache Plausibilitdtsbetrachtung, die die Polari-
sation der reflektierten Wellen betrifft. Die Oberflaiche des Mediums
sei die x-y-Ebene z = 0, das Licht falle senkrecht ein, die Orien-
tierung der Molekiile in den Schichten sei linksschraubig. In Ebe-
nen parallel zur Oberflache beiz = 0,d,2d, 34, . . . seien gleichmé&fiig
kleine schwingungsfahige Dipolantennen (stdbchenférmige Mole-
kiile) verteilt, deren Richtung durch

1(z) = €y cos(Kz) — ¢, sin(Kz) 1)

gegeben ist. Dabei sei d < K. An jeder dieser Ebenen wird ein klei-
ner Teil der einfallenden Welle reflektiert.
Die einfallende ebene Welle sei

E(Z, t) _ é»eri(szwt)kaz, )
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dabei beriicksichtigt der letzte Term im Exponenten die Abnahme
der Amplitude im Medium durch eine geringe Absorption. Es sei
L

Die Reflexion an der mit Dipolantennen gespickten Ebene
kommt so zustande, dafs durch das elektrische Feld die Antennen
polarisiert werden, oszillieren und ihrerseits wieder Wellen abstrah-
len, die sich in ihrer Gesamtheit zu ebenen Wellen in +z-Richtung
superponieren. Die Schwingungsrichtung der reflektierten Welle ist
dabei durch die Orientierung der Dipolantennen, Gl. (1), gegeben,
die Stdrke ist proportional zum Cosinus des Winkels zwischen der
Schwingungsrichtung des Feldes und der Orientierung der Anten-
nen, also zum Skalarprodukt 7#(() - €.

Fiir die an der Ebene z = {; = jd reflektierte Welle erhélt man
somit fiirz < 0

ari({;) cos( ng)ei(*kz+2kéj7wt)72Kk§j 3

Wir setzen voraus daf |a| << |A|, so dafl mehrfache Reflexionen
vernachldssigt verden konnen. Die gesamte reflektierte Welle ist
dann

Erefl — peilkztawt) Y (& cos(Kjd) — &, sin(Kjd)) cos(Kjd)e~2rkidg2ikjd
j=0

4)

Ich bezeichne die Summe mit S = S5,é; + S€,. Um sie auszu-

werten, driicke ich zunichst die Exponentialfunktion e* durch
cos(a) +isin(a) aus. Dann wird ausmultipliziert und es stellt sich
heraus, dafs sich die einzelnen Terme alle als geometrische Reihen
aufsummieren lassen. Dazu werden sie umgeformt:

Sy =Y _ cos®(Kjd)(cos(2kjd) + i sin(2kjd))e 2k 5)
=0



— Y sin(Kjd) cos(Kjd) (cos(2kjd) + isin(2kjd))e > (6)
j=0
Mit Hilfe der Additionstheoreme der Winkelfunktionen driickt man

Potenzen und Produkte von Sinus und Cosinus durch Funktionen
von Summen und Differenzen der Argumente aus und erhalt

= %Z cos(2(K + k)jd) + cos(2(K — k)jd) + 2 cos(2kjd)

+ (Sln( (K +k)jd) — sin(2(K — k)jd) + 2 sin(2kjd))] e~ 2k
7)

und

Sy = —1Y [sin(2(K+k)jd) + sin(2(K — k)jd)

&

I
o

(8)

]
+ i(cos

~—

2(K —k)jd)e 2?7 — cos(2(K + k)jd))] e~2<kid

Alle Summationen lassen sich jetzt leicht ausfiihren. Als Beispiel der
zweite Term in S,:

Z Ree 21 K— k) 2Kk) 1Re[1 (Zi(K—k)—ZKk)d]—l (9)
j=0

Als Funktion von k hat dieser Teil der Summe S, ein Maximum bei
k = K: alle Summanden sind reell und positiv. Der dritte Term von
Sy ist dem Betrag nach gleich grofs, und alle anderen Teilsummen
sind fiir k = K gegeniiber diesen beiden vernachlissigbar oder ex-
akt Null.

Man erhélt somit fiir die reflektierte Welle den Ausdruck

Erefl ae_i(kZ—HUt)}IRe[l o (21(K—k)—2xk) d] 1(8 —1€y) (10)

der eine linkszirkular polarisierte Welle beschreibt.



4

Berechnung des Reflexionskoeffizienten

Ohne die Ndherungen und Vernachldssigungen wird jetzt die
Reflexion fiir eine endliche Schichtdicke berechnet.

Die Oberfldiche des Mediums sei die x-y-Ebene z = 0, das Licht
falle senkrecht ein, die Orientierung der Molekiile in den Schichten
sei linksschraubig. Die anisotrope Ausrichtung der Molekiile fiihrt
dazu, dafs die Dielektrizitatskonstante ein Tensor wird. Bei z = 0 sei
dieser gegeben durch

e+ 0 0
€(0) = 0 e—o0 O (11)
0 0 e€e—9¢

wobei € und § aus experimentellen Daten iiber die Brechungsindi-
zes zu entnehmen sind.
Die Orientierungs-Drehmatrix ist

cos(Kz) sin(Kz) 0
—sin(Kz) cos(Kz) 0 (12)
0 0 1
mit -

wo H die Ganghohe der ,Schraube” ist. Daraus ergibt sich der Di-
elektrizititstensor an der Stelle z zu

€ +6cos(2Kz) —ésin(2Kz) 0
—0sin(2Kz) €—dcos(2Kz) 0 (14)
0 0 €—90

€(z) =

Ausgangspunkt sind die Maxwellgleichungen:

. oB

VxE=-2 (15)
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V X B = ppoj + €€oppo s, (16)
I |

V-B=0 (18)

Im vorliegenden Fall ist die Ladungsdichte p = 0 und ebenso die

Leitfihigkeit und die Stromdichte j, auBerdem ist # = 1. Damit ver-
einfachen sich die Gleichungen. Gleichung (16) wird nach der Zeit
abgeleitet und B eliminiert:

92E

-V x (V X E) = 660]/10?

Mit
V x(VxE)=V(V-E)-V2E
und der Annahme von ebenen, in +z-Richtung fortschreitenden
Wellen mit der Zeitabhingigkeit e "' wird daraus mit egpg = 1/c?
und w/c =k
V2E + ek’E =0, (19)

also in Komponenten ausgeschrieben
& Ex+ Kk [(e + 6 cos(2Kz)) Ex — 8sin(2Kz)Ey] = 0

(20)
LBy + K [~6sin(2Kz) Ex + (e — 6 cos(2Kz))E,] = 0

Dieses Paar von Differentialgleichungen soll numerisch integriert
werden. Um das Runge-Kutta-Verfahren anzuwenden, wird durch
Einfithrung neuer Variablen

b 10E, 10E,
Y“koz' VT koz

(21)
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daraus ein System von vier Gleichungen erster Ordnung erzeugt.

aaix = —k(e+6cos(2Kz))Ey + ké sin(2Kz)E,

0P, -

5 = ko sin(2Kz)Ey — k(e — d cos(2Kz))E,

ok, _ kP, (22)
9z Y

Die Grofden Ey, Ey sind komplex, aber Real- und Imaginérteile wer-
den durch die Gleichungen (22) nicht verkniipft, die Gleichungen
konnen also fiir Real- und Imaginérteile getrennt integriert werden.
Das ist nicht mehr der Fall, sobald man Absorption berticksichtigt,
was auf einen Imaginérteil von € fiihrt. Die numerische Integration
nach Runge und Kutta ist aber problemlos moglich.

An die Fliissigkristallschicht soll bei z = L ein isotropes Substrat
mit Brechungsindex n anschliefSen. Fiir z > L kann man vorausset-
zen, daf3 nur in das Substrat hineinlaufende Wellen vorhanden sind,
allerdings kennt man deren Polarisation nicht. Daher wird die Rech-
nung fiir zwei verschiedene Polarisationen der auslaufenden Welle
durchgefiihrt; zweckmaflig ist die Wahl rechts- und links-zirkularer
Polarisation, also

E(z > L) = ae' (¢, F i¢,)e" 1) (23)

Daraus erhélt man die Anfangsbedingungen an der Stelle z = L fiir
die Integration.

Die Integration wird mit negativer Schrittweite i von z = L bis
z = 0 ausgefiihrt und liefert das elektrische Feld und dessen Ablei-
tung an der Stelle z = 0 fiir zwei linear unabhéngige Losungen des
Gleichungssystems, genauer gesagt je einen Satz von Zahlenwerten
E1 e E4, P1 cen P4, wobei
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Abbildung 1: Integration der Wellengleichung in einem linksschraubigen Medi-
um. Es wird von rechts nach links integriert, aufgetragen ist der Realteil von E,.
Schwarz: auslaufende Welle linkszirkular, hellgrau: auslaufende Welle rechtszir-
kular polarisiert.

Ex(z =0) = Ey +1iE;, Ey(z:O):E3+iE4, (24)

Px(Z = 0) =P +iP,, Py(Z = 0) =P34+ 1iPy.

Im Bereich z < 0 sind rechts- und linkszirkulare ein- und aus-

laufende Wellen anzusetzen, also die Summe der folgenden vier
Terme:

Einlaufend rechtszirkular:

(A1 +iA;) (2 — iey)e (25)
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einlaufend linkszirkular:

(B1 +1By) (8 + i8y )™ (26)
auslaufend rechtszirkular:

(C1 +iCy) (8y +i8y)e k= (27)
auslaufend linkszirkular:

(Dy +iDy) (8y — i€ )e (28)

Aus der Stetigkeitsbedingung fiir E und 9E /9z erhilt man acht Glei-
chungen, aus denen man die Amplituden A; bis D, bestimmen
kann, mit dem Ergebnis

Ay = JEy+P+P3—Ey), A = J(-Pi+E+E+Py),
By = {(Ey+P—P3+Ey), By = {(—Pi+Ey+E;—Py),
Ci = ;(E1—Po+P3+E), C = Y(Pi+E—E3+Dy),
D; = YE1—P,—Py—Ey), Dy = YPi+E+E—Py).

(29)

So erhalten wir zwei verschiedene Losungen, die allerdings bei-

de sowohl links- als auch rechtszirkulare einlaufende Wellen ent-

halten (d.h. beide sind elliptisch polarisiert). Da die Losungen ver-

schieden sind, kann man Linearkombinationen bilden, bei denen

die einlaufenden Wellen linkszirkular bzw. rechtszirkular sind. Da-
zu schreiben wir die beiden Losungen zunéchst um:

EW) = @Wxa—@»+mﬂwfuaﬁéh a0
+(d%a+a»+ﬂ%a—@»am
mit

A(l) — Agl)—i—lAgl) — |A(l)| eia<1)

, uc(l):arctan(Aél)/Agl)) (31)
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Abbildung 2: Reflexionsvermogen einer linksschraubigen Schicht fiir unpola-
risiertes Licht. Ganghohe der Schraube: 357 nm, Brechungsindizes: nparanel =
1.701, ngenkrecht = 1.535, Schichtdicke 2856 nm. Die Farbprobe zeigt in der oberen
Halfte die errechnete Farbe, in der unteren Halfte dieselbe Farbe mit verdoppelter
Helligkeit.

etc., und genauso auch fiir die zweite Losung. (Die Postscript-
Funktion atan verlangt zwei Argumente und liefert den Winkel im
richtigen Quadranten; in Fortran heifst die entsprechende Funktion
atan2, atan liefert nur Winkel zwischen —7 und 7.)

Nun erhélt man die Losung mit rein linkszirkularer einlaufen-
der Welle als

(1

Eh - E(l) - TE(Z) (32)

o

~—

und fiir die rechtszirkulare
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B =)
B2)
Der Reflexionskoeffizient fiir unpolarisiertes Licht ergibt sich als
Mittelwert aus den fiir die beiden Wellen El und E™ errechneten.

Man kann auf die gleiche Weise natiirlich auch lineare Polarisa-
tion der einlaufenden erhalten, am Mittelwert dndert sich dadurch
nichts.

Ere = EM — (33)

Verallgemeinerung auf schrigen Lichteinfall

Einfallsebene sei die x-z-Ebene. Die einfallende Welle hat im
,Vakuum” (Luft) den Wellenzahlvektor

k = k(sin(6),0,cos(6)) (34)
und das elektrische Feld hat jetzt auch eine nichtverschwindende z-
Komponente. Damit wird die Gleichung (19), in Komponenten aus-
geschrieben, zu
C Ex+ L5Ex + k2 (€ + 6 cos(2Kz)) Ex — 6sin(2Kz)Ey] =0

ox?

P E, + 55, + K2 [0 sin(2Kz)Ex + (€ — 6 cos(2Kz))E,] = 0
O E+ LB + k(e — 6)E: =0

2

ox (35)
Das sieht zundchst sehr viel komplizierter aus als GI. (20), ist es aber
nicht. Denn die einfache Geometrie und die Randbedingungen an
der Ebene z = 0 verlangen, daf fiir alle GrofSen die x-Abhéngigkeit
durch den Faktor e*** gegeben ist. Das fiithrt nur darauf, dal in den
Gleichungen (20) € durch € — sin?(#) zu ersetzen ist. Und die dritte

Gleichung wird zu

2
%Erkkz(e—é—sinz(e))Ez =0, (36)
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sie ist von den beiden anderen entkoppelt und man kann die Lo-
sung sofort hinschreiben.

Die Randbedingungen werden etwas kompizierter. Fiir die in
die Unterlage hinein auslaufende Welle wird

Ap (& cos(bp) — e, sin(bp) F iéy)eik(’(cos(g(’)(Z_LHSH‘(GO)") (37)

angesetzt, dabei ist kg = npk und 1y sin(6p) = sin(#), und das obere
Vorzeichen gilt fiir die rechtszirkulare Polarisation.

Im Bereich z < 0 tiberlagern sich vier Wellen, einlaufend rechts-
zirkular, einlaufend linkszirkular, auslaufend rechtszirkular, aus-
laufend linkszirkular. Diese sind der Reihe nach

(A1 +1A;)(cos(0)eéy —sin(6)e, — iey) ik(Si“(G)HCOS(Q)Z)
(B +iB2) (cos(0)6; —Sin(0)¢. + i6, e SnOxes@s)
(C1 +iCy)(co (G)ex—l—51n(9)ez+1e Jeik(sin@)x—cos(@)z) ()
(D1 +iD3)(cos(0)éy + sin(6 ez—ley)elk sin(6)x—cos(6)z)

Aus der Stetigkeit der tangentialen Komponenten von E und
H und der senkrechten Komponenten von D und B folgt an der
Grenze zur Unterlage beiz = L, x =0

2
E; = Ep.20% = —A¢2%sin(0)
E. = Agcos(bp)
a2 =5 = oo )
18€y = Fid
o2 = TAgngcos(bp).

Dies sind die Anfangsbedingungen fiir die Integration der Glei-
chungen (35, 36). Die Losung von Gl. (36) ist

sin(9>eik(sin(9)x+ e—0—sin?(8)(z—L))

n
E.(x,z) = _Aoe 0 , (40

-0
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die anderen werden numerisch integriert, wie im vorigen Abschnitt
beschrieben. Dann bildet man aus den berechneten Feldstarken und
Ableitungen bei z = 0 folgende Grofien:

1
——F, =: E iE
L (9B 9k = P +iP
k \ oz ox (41)
Ey =: E3z+iEy
1 9E, |
kcos(f) 9z Ps 4Py

Diese sind stetig und daraus kann man die Amplituden A; bis D;
bestimmen. Das Ergebnis ist identisch mit den Gleichungen (29),
und auch der weitere Gang der Rechnung ist derselbe.

Trennung von Oberflichenglanz und Remission aus dem
Volumen

Die Objekte, an denen Farben aufgrund von schraubigem Bre-
chungsindex beobachtet werden kénnen, sind Proben von choleste-
rischen Fliissigkristallen und viele Kéfer aus der Uberfamilie der
Blatthornkéafer (Scarabaeoidea), hier vor allem die Rosenkifer Ce-
tonia aurata und Protaetia cuprea. In beiden Fallen sind die langli-
chen Molekiile anndhernd, aber nicht exakt parallel zur Oberfldche
ausgerichtet. Wahrend die Reflexion an der Oberfldche spiegelnd
erfolgt, wird das Licht von den schraubigen Strukturen etwas dif-
fuser zuriickgeworfen. Dadurch konnen wir den Oberflichenglanz
leicht von der aus dem Inneren kommenden Farbe unterscheiden.
In der Rechnung sind , ideale” Bedingungen vorausgesetzt worden,
so daf} diese Unterscheidung nicht moglich ist.
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Abbildung 3: Reflexionsvermogen einer linksschraubigen Schicht fiir unpolari-
siertes Licht. Ganghdhe der Schraube: 386.9 nm, Brechungsindizes: np,ra11e1 = 1.6,
Mgenkrecht = 1.5, Schichtdicke 4000 nm.

Man kann den Oberfldchenglanz aber rechnerisch eliminieren,
indem man fiir den Bereich z < 0 nicht Vakuum, sondern ein Medi-
um mit Brechungsindex n = /e ansetzt, sozusagen eine Schicht
dartiberlegt. (Das ist ziemlich genau das, was die Deckplatte bei
einer Flissigkristallprobe bewirkt.) Der Winkel 0 bezieht sich aber
nach wie vor auf Vakuum oder Luft. Statt der Gleichungen (41) hat
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man jetzt
1
——E, =: E{+iE
cos(fy) 1415
1 (0JE, OE; )
— P P
nok ( 0z ox ) 115
E, =: E3+iEy
1 JE,
=: P3+iP,.
nok cos(6p) 0z 31
zu verwenden, wobei
cos(fp) = \/1 — sin? /no

(42)

(43)



15

1.0

—
M) e

. _
400 500 600 700

A (nm)

Abbildung 4: Reflexionsvermogen einer linksschraubigen Schicht fiir unpolari-
siertes Licht. Ganghohe der Schraube: 386.9 nm, Brechungsindizes: 11p,ra11e1 = 1.6,
Neenkrecht = 1.5, Schichtdicke 4000 nm. Die Reflexion an der Oberfliche wurde
ausgeschaltet.



